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1 Intégrale des fonctions positives, densités

Exercice 2.1. Soit 0 < g <p,onaVr>1,27<z2P dou
/ [Bqd]P)X = / ]l{z<1}$qd]P)X +/ ]1{m>1}quPX
R, R R, B
S 1 +/ ]l{le}IdeX
Ry

§1+/ ZL’pd]P)X
R

< +00

Exercice 2.2.

(1) Comme f € L' l'ensemble A = {z : f(z) = +o0} = f~'4+00 est u-
négligeable. On a de plus E, = {z : f(x) > n} = f~!(]n, +oc|) supposé
mesurable par rapport & A. Etudions la convergence de I'indicatrice. Soit

r€R,si f(x) < +oo,3ng € N: f(z) <ng et Vn>ng,1g, =0, ie.

f(z) < 400 = 1g,(z) — 0

n——+0oo

Si f(z) = +o0,Vn € N, 1g, () et

flx) =400 =1g, (r) — 1

n—-+o0o

On en déduit

]lEn — ]IA
n—-+o00



Ainsi, la suite f,, = 1, f converge vers f1 4. Par le théoréme de convergence
dominée (la suite f, converge et est dominée par f € L'), nous pouvons
passer a la limite dans l'intégrale et

lim / fdu = lim /ﬂEnfdu:/ lim ]lEnfd,u:/]lAfd,u:,u(A)(—l—oo) =0
E, n—+oo n—+o00

n—-+o0o

(2) Soit € > 0, par la question précédente, Ing € N, Vn > ny,

/ L, fdp < 5

Soit A € A,

[ gau= [ 1n, fdu [ 1, s
A A A
< [ e, fdu+ mon(a)

€
<35 + nou(A)
On remarque que § = 3 convient.

Remarque : cela montre que si (A,,) est une suite telle que u(A,,) — 0
alors la suite d’intégrale sur A, aussi (pour f € L').

Exercice 2.4. (non corrigé en TD)

(1) On pose
A, ={A e A:u(A) <n}.

Si u(A) =0 alors, Vi > 0, A € A,. Ainsi, Ve > 0,

On en déduit

c’est a dire que v << p.
(2) Nous allons montrer par 1’absurde, i.e. supposer que
Jdeg > 0,V > 0,34 € A, u(A) <net v(A) > €.
On pose n, = # On a

u(U An>§ZM(An)<Znn<+oo.

neN* neN*



Ainsi, le lemme de Borel-Cantelli implique que
p (limsup A,,) = 0.
Par hypostheése, v << pu, ainsi,
v (limsup 4,) = 0.

De plus, B,, := N, Up>k A, forme une suite décroissante. Comme v est
finie, on a

v(limsup 4,) = lim v(B,) > lim ¢ =€ >0,

m——+00 m—-+00

ce qui meéne & une contradiction.

Exercice 2.4.
(1) Voir exercice 1.25.
(2) Soit A€ A,onapu(ANA;) <Aet u(ANA;) <A Dou
p(A) =0= u(ANA4;) =uAnNA) =0=rA4) =0.

(3) f une densité de v par rapport a p si c’est une fonction mesurable telle que

VA € A u(A) = / fdp.
A
Soit

14, 14,
20u(A1)  2pu(Az)

C’est une fonction mesurable car A, As € A et

f=

f convient.

Exercice 2.5.
(1) OnaVn e N,v({n}) =1et N=J,.y{n} ce qui montre que v est o-finie.

(2) (a) Puisque f est définie sur N, on remarque facilement que

= v(4)



de maniére croissante. La suite est positive, on peut donc appliquer le
théoréme de convergence monotone et

m +00
[ = [ i e = i o= i 2 S =2 f)

(b) Soit h définie sur N telle que

+oo
=> f(n.j)
n=0
En appliquant (a) & h on obtient
+oo 400

/hdU—Zanj

7=0 n=0

De plus, h est la limite croissante suivante, pour tout j,

C’est une limite croissante et p051t1ve, par le théoréme de convergence
monotone,

[ v = [ 1im, (Zﬂn,j)) av(j) = Jim_ | (Zﬂn,j)) av(j)

+o00 400
- i 3 [ ) = 353 g0
n=0 j=0

(3) Les v—négligeable sur N sont réduits au seul ensemble vide. Une propriété
vraie presque partout doit donc étre vrai partout.

Exercice 2.6. Soit A € B(R), alors

1(A) = 0 == \A) + v(A) = 0 = \A) = v(4) = 0.

En particulier, A << p et v << p.
Pour trouver une densité f* de \ par rapport & u, on peut la deviner ou

remarquer que
:/d>\+/0dU:/]lch)\+/]lchV:/]lch/,L
A A A A A

Pour la densité de v par rapport a u, on remarque que f“ = Iy convient.
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Exercice 2.7. Dans un premier temps,

(1)
/f]l[ k1 dA = Z/f T (2)dA (w Z/far+n 0.1 (2)dA()

n=—~k n=—k

- S Jlo+m)ixe)

n=—k

Puis on passe a la limite a gauche et a droite par convergence monotone,
ce qui donne le résultat.

(2) Supposons par I'absurde qu’il existe A € A tel que A\(A) > 0et > 7>  f(a+
n) = +oo sur A. Alors il existe t tel que A(AN[t,t+ 1]) > 0. On remarque
que I’égalité ci-dessus est vraie pour tout ¢ € N par translation, et

“+o00

/[tt+1 Z flatn)dA(z) 2 /A Z f(x4n)dA(x) = MAN[t, t+1])(400) = +00

[n=—00 Altt+1] = —oo

ce qui contredit I’hypothése f est A-sommable.

Exercice 2.8. Rappel : une variable aléatoire est une fonction mesurable,
définie sur . On a, pour tout n, X™ < 1, et 1 est intégrable (comme toute
constante) par rapport a une mesure de probabilité. De plus, pour w € Q, si
X(w) € ]0,1[ alors X™(w) — 0. Si X(w) = 1 alors X™(w) — 1. On a donc

X" — ﬂ{X 1}

n—-+o0o

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée et

lim E(X,)=E( lim X,)= / Iix—ydP = P(X = 1),
Q

n—-+0o0o n—-+o0o

Exercice 2.10. Puisque f est positive, par Fubini,

b 400 b 1 +oo b 1
/ e Yd(z®y) = / / e Ydxdy = / {——emy} dy = / —dy = log(b)—log(a) < +o0
Q a JO a Yy 0 a Y

Puis en appliquant Fubini dans 1’autre sens,

+oo b 400 1 +o00 e—aT _ e_ba;
/ e d(z®y) = / / e dydx = / [—=e™™)bdx = / — dz
Q 0 a 0 T 0 x



Exercice 2.11. Nous avons, pour tout (z,y) € [0,1]*\{1,1}

1 n
v > (wy)

d’ot, par convergence monotone et Fubini,

dzxdy /
= xy)"dxdy
/[071]2 1— Ty [0,1]2 ;( )

l,n—i—l 1
= (zy)"dxdy = / y”{ } dy
%;)/W ; o Ln+ 1o
,yn
1 1
_nz:zo (n+1)2 _gnz

Exercice 2.12.

(1)
/ (x+y) “da(z,y) = / / ;dxdy
J1,400[2 e 11 400f J1,400] (T + 1Y)

B /11,+oo[ —(al— 1) {(ﬂf +1y)“‘1} 1+°° 4y

/ 1 L
= Y

1400 @ — 1 (1+y)t

1 1 I = 11 1
T a—1—(a—-2)""  a—la-—2202

(2) On a (z+y)~2~Y/" qui tend simplement vers le réel (x+7)~2. On en déduit
que f, converge simplement vers 0.

(3) En prenant (1) dans le cas o« = 24 £, on en déduit

1 1 11 1 1
/] 2 fnd>\2<x>y) = 1
1,400 v

(4) On remarque qu’il faut faire attention, ici tout est positif et toujours fini,
cependant on ne peut pas passer a la limite dans 'intégrale. On remarque
que le théoréme de convergence monotone ne peut pas s’appliquer, la suite
de fonction n’est pas croissante. Un candidat naturel a jouer le role de
fonction dominante pour le théoréme de convergence dominée est (z,y) —
(x + y)~? mais on remarque que cette fonction n’est pas intégrable.



Exercice 2.13.

B0V = [ olea)i® o) = [ ([ oena) @ = [ v ~Bwe)
avec 1(z) = E(¢(x,Y)).

Exercice 2.16.

E(X) = / zdPX = / zdP?X) = / o(x)dPX = / (2m — z)dP* = 2m — E(X)
dou E(X) = m

Exercice 2.17.

(1) Sur Ry, fo(x) = Ly1y(x)log(x) (1 — %)n
Comme Vt > —1,log(1 +t) <t, ona
T —x —x
(@) = Lo (@) 1og(w) [ exp (nlog (1= =) ) < Lo ()| log(a)|e™ < [log(x)]e™* € L.

La suite est intégrable et par convergence dominée,

n T\ " +oo
lim log(x) (1 - —) dx = / log(x)e *dx.
n 0

n—+400 0

De plus,

1

n T n n
/o log(x) <1 — E> dx i) n/o log (n(1 —1t))t"dt

1 1
= nlog(n) / "t + n/ log(1 — t)t"dt
0 0

_n log(n)

n-+1

1
+ n/ log(1 — ¢)t"dt
0

On effectue une intrégation par partie

o tn+l_1
W (t) =t u(t) o=

o(t) =log(l—t) v'(t)=—74

d’on



" n 1 1 ! Lgndl
/log(x) (1—£> dx:nog( —log(l—t) + / dt
0 n n+1 o nt+lj, 1-t
1
_ nlogln) __n / (L t+2+. .+ t7)dt
n—|—1 n+1
~ nlog(n) _on 1 1
R i I e R v
1 1

_ n 1 —_ —
_n Og 2 n+1 n—-+o0 "

+o0o
/ log(z)e™*dz = —~.
0

Puisque, pour x positif, nous avons

d’ott

(1+x)":1+nx+z<2)xk21+nx,

k=2
on a
1+ nx
fu(x) = mﬂm,l}(%) =10 € L'(x)
De plus,
fl@) = 2 100 — ()
e (1+2z)» 01, 5% TN

D’otu, par convergence dominée,

1
lim e dr =20
n—too o (14 )"
On a
|fol@)] = e @ f(2)| < |f(2)] € L'
De plus,

e @ (1) — f(2) 1 (z)

n—-+o0o

D’otu, par convergence dominée, en notant que 77 est de mesure nulle, on
en déduit

+oo
lim e @) £ (1) dr = 0.

n—-4o00 0



fu(x) = o, () (1 - —) e < g (z)ees < N oo(x)e s € LT

fn(2) e Lo +o0f(T)e 2,

d’ol1, par convergence dominée,

n T\ o tooo
lim (1 — —) ezdr = / e 2dx = 2.
n—-+4oo 0 n 0

Exercice 2.19.

Exercice 2.20. (non corrigé en TD)

(1) On pose

F: (R* B(R?) — (R, B(R))
($,y) l—)y—f(ﬂ?)

F est une somme de fonctions mesurables, elle est donc mesurable. On a
alors

I'={(z,y),y = f(=)} = F~'({0})

et I' est bien mesurable.
(2) Dans A ® A\(T) il faut comprendre (A @ A\)(T') = A*(T). On a

(A @ A)( //]lpd)\®)\
~ [ ([ tesontr)) xe)

:/dGﬂ@nw@>

- / 0d\(z) = 0.

(A ® dg)( //ﬂrd)\®50
= / ( / ]1{<x,y>:yf<m>}5o(y)) d\(x)

= / Ly f(z)=01dA(2)
A(FH{0}).
9

(3) On a



Exercice 2.21.

Exercice 2.22.

Exercice 2.24.

Exercice 2.25.

Exercice 2.26.

Exercice 2.27.

Exercice 2.28.

Exercice 2.37.

Exercice 2.38.

Exercice 2.39.

Exercice 2.41.

10



