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1 Ensembles

Exercice 1.1.

(1) AnB = A°UB°

(2) AAB=ANB*=(A°UB)°

(3) AAB=(AUB)\(ANB)=(AUB)N(ANB)*=(AUB)N(A°UB°) =
(AN(A°UB®))U(BN(A°UB%)) = (AN B )U(BNA°) = (A°UB)°U
(B°UA)°

Exercice 1.2.

(1) 1ang =141 =min(14,1p)

(2) Tae =1—14

(3) laup=1a+1g—1snp=14+1p— 1,415 =max(ly,15p)

Exercice 1.3.
(1) Non, [0,1]N{2} =0 & A;.

(2) Puisque P NN = NN = NNN° = € Ay, ce dernier est stable par
intersection finie. Puisque le nombre d’éléments est fini, il est également
stable par intersection dénombrable.

(3) Il est stable dans les deux cas car I'intersection dénombrable d’intervalles
fermés est encore un intervalle fermé, éventuellement vide ou réduit a un
point.

(4) Soient a < b < ¢ trois réels. Alors [a, b], [b, ¢|] € Ay mais [a,b]N[b, ] = {b} &
Ay.



(5) Nous avons () =]a, a[€ As. De plus, l'intersection finie d’intervalles ouverts
est un intervalle ouvert, cet ensemble est stable par intersection finie. Mais

m]a—%,a+%[:{a}¢flg,.

n>1

Exercice 1.4.
(1) ACY,f'(A) C X, ainsi T4 0 f et 1y-104) ont du sens sur X (ce sont des

fonctions définies sur X'). Nous avons, Vz € X,

]lf—l(A)(l‘) =1lsiz e f_l(A) & f(x) € A,
Laof(z)=1si f(z) € A

(2) Soit x € X,

re(\f ' (B)evielae f(B)eViel, f(x) € B

icl
< f(z) € ﬂBZ- srecft (ﬂ&)
icl icl

(3) Soit x € X,

ve|Jf'B)edielae f(B) e Tiel, fx) € B

< f(z) GUBM:)fo_l (UBZ>

i€l i€l

(4) Soit f la fonction

f:R—=R
x|z
Nous avons
A= [_27 1] f(A) = [072]
B=[-1,2] f(B)=10,2]
ANnB=[-1,1 f(AnB)=10,1]

Or f(A) N f(B) =[0,2]
Remarque : on a toujours f(AN B) C f(A) N f(B). Pour avoir l'inclusion
réciproque, il faut et il suffit que f soit injective.



Exercice 1.5.

(1) imA, ={z € Q:Vn > 0,3k >n:x € Ay}
lmA, ={z€Q:In>0,Vk >n:x € A}

d’ou
mA, = () | Ak et limA4, = | J (] 4«
n>0 k>n n>0k>n
(2) (a) Nous avons B, := ;s, Ak =] — 00,1 + <] si n est pair (les impairs

sont inclus dans tous les pairs). Il vient

MAn:ﬂBn:]—oo,l]

n>1

Nous avons By, := {J,,, Ar =] —00, =1 — 1] si n est impair (les impairs
sont inclus dans tous les pairs). Il vient

n>1

(b) B = Uz Ar =] =1 = 35,3 + 35

limA, = (] B, = [-1,3]

n>1

B, = ﬂkz” Ay =10, 2]

limA, = J B, =10,2]
n>1
(c) On remarque que Vk € N;0 € Ay. De plus, puisque pgi1 > pg, on a
pr > k et donc pp — 4o00. Ainsi, pour tout n > 1,dng € N,Vk >
ng, pr > n. Or, dans Ayg, il n’y a aucun entier autre que 0 strictement
plus petit que py, i.e. n € Ay pour k > ny. Ainsi,

limA4,, = limA, = {0}.



neNA" H]IA = Hlf{]lA }

neN
neN neN
Liman = Ly eqisnae =1~ H (1 N ]lﬂanAk) =1- H (1 a H ﬂAk)
neN neN k>n

Lyima, = sup{ln, . a,} = sup {inf{]lAk}} = liminf 1,4,
T neN =" neN k=n

]lmAn - ]l Mnen Ursn Ak H Uksn Ae — H (1 B H (1 - ]lAk)>

neN neN k>n
]lmAn = igg{]luan Ak} = irellf\l {?cliln){]lAk}} = limsup 14,

(4) (a)
@) = (QUA) - U (Ua) - Ui

neNk>n neN \k>n neN k>n

(b) = € limA, si  est dans une infinité de A,. z € limA, si x est dans
tous les A,, sauf un nombre fini, il est donc également dans une infinité
de A,, ie. x € limA,,. On a donc

(z € limA, = z € lim4,) < limA, C limA4,

(c) x € limA, si (et seulement si)  est dans une infinité de A,, ce qui se
traduit par

mAn = {Z]IA" = +OO}

neN

(d) = € limA, si (et seulement si) = est dans tous les A, sauf un nombre
fini d’entre-eux, i.e. que z est dans nombre fini de AS, ce qui se traduit
par

limA,, = {Z Tae < +oo}

neN

On peut aussi dire que c’est une conséquence de (a) et (c).

limA4, = ((limA,)%)° = (lImA%)° {Z Tge = } = {Z Ly < +oo}

neN neN



(e) Puisque Ay C AxU By, on a limA, C lim(A4, U B,). De méme limB,, C
lim(A,, U B,,), d’ou

TmA, UTmB, C m(A, U B,).

De plus, si x € lim(4, U B,,), alors x € (A, U B,,) un nombre infini de
fois. Alors = est dans un nombre infini de A,, ou un nombre infini de
B, (le ou n’est pas exclusif). Cela se traduit par I'inclusion réciproque
et permet de conclure.

Remarque : il est possible de montrer I'égalité en partant de la définition
de lim(A4,, U B,,).

(f) Puisque Ay N By C A, on a lim(A4,NB,) C limA,. De méme lim(B, N
B,) C limA,, d’ou
Fm(A, N B,)  TmA, 1 B,

Exercice 1.6. (Paradoxe de Russell)

(1) Supposons qu’il existe une fonction f réalisant une surjection de X sur
P(X). Dans ce cas, pour z € X, f(x) est une partie de X i.e. un ensemble
composé d’éléments de X. On construit ’ensemble A C X défini par

A={re Xz ¢ f(x)}.
Puisque f est surjective, 3z € X tel que f(z) = A. Mais alors z € f(2) &
z € A& 2 ¢ f(z) par définition de z puis de A. D’ou
z€ flz) &2 ¢ f(2)

qui meéne a une contradiction.

Exercice 1.7.
(1) Soit f la fonction

f:P(B) = {0,1}"
Ab—)]lA

Montrons que f réalise une bijection. Soit B € {0,1}¥, alors B est une
fonction définie sur £ a valeur dans {0, 1}, i.e.
B:FE—{0,1}
x +— B(x)

On pose D = B7'({1}) = {x € E: B(x) =1}. Alors D € P(E) et on
remarque que B = 1p, f est donc surjective de P(E) dans {0, 1}.



Pour l'injectivité, prenons A; et Ay dans P(F) différents, i.e. 3z € E tel
quex € Ajetx € Asoux & Ay et x € Ag. Alors 14, (x) # 14,(z) d’ou
14, # 14, ce qui montre l'injectivité.

f est donc une bijection de P(E) dans {0,1}¥, ces deux ensembles sont
equipotents.

Nous savons que R et [0, 1] sont équipotents. Il suffit donc de montrer que
[0,1] et {0,1}" le sont. La question précédente permettra de conclure.

Soit f la fonction

f{0, 13" = [0, 1]
q;
9 92j+1

Jj=0

Cette fonction est surjective, en effet, tout nombre réel = € [0, 1] peut
s’écrire sous la forme Z >0 42" J=1 Mais ce développement n’est pas unique,
par exemple 0,1999999... = 0,2 en base 10 (ou encore 0,0111111... = 0,1 en
base 2).

Soit f la (nouvelle) fonction
40,13 = [0,1]

20
I
>0
Le numérateur est a valeurs dans {0,2} (et non {0, 1,2} pour un nombre
général en base 3). Cette fois-ci le développement est unique. En effet,
prenons deux suites ¢ et ¢’ telles que ¢ # ¢’. On pose k := inf{j € N* :
qj # q;} < +oo. Nous avons nécessairement g, — ¢;, € {—2,2}. Supposons
que la différence soit 2, la démonstration est symétrique pour -2. De plus,
pour tout j,q; — ¢; > —2. Nous avons

/S 2 1 Qjrk+1 — Tyt
1=¢= g+ Z 3g+1 = 3 T 3R Z 3
Jj>k+1 j>0

2 2 2 2 3 2 1
Z§_3k+1_3k+2§_3k+1_3k+1_3k:+1>O

> k1l Zh+2
7>0

f est donc injective. Si g; variait dans {0,1,2} nous n’aurions pas pu
conclure dans le cas ou g, — ¢}, € {—1,1}.

Remarque : f n’est clairement pas surjective, son image est I’ensemble de
Cantor. La fonction f sans le facteur 2 permet également de conclure.



Exercice 1.8.

(1)

(2)

Si I est fini, on pose M =
x; > 0, on abien VJ € I,

jerTj qui est bien réel et fini. Pour J C I et

:E:Jy S;EE:J% =M.

jeJ jeI
Si I est dénombrable, il existe une bijection entre N et [ et montrer le

résultat sur N (ou N*) est équivalent & montrer le résultat sur I, quitte a
réordonner les indices (i.e. appliquer la fonction bijective sur les indices).

Soit

X = (j)jen- = (j(j—irl)>jeN* '

Soit M =1, on a VJ fini inclus dans I,

EE:JU E;EE:JU =M.

jeJ jel
On aurait pu prendre la suite identiquement nulle, mais cela est un exemple
avec un support non fini.

Pour l'exemple d’une famille non sommable, on pose X = {j}jen. Par
I’absurde, supposons qu’il existe un M qui convient. Alors dn € N tel que
n > M et donc J = {n} améne a une contradiction.

Soit
. 1
1, = {zel,xiz —}
n

S=|JL={ielz>0}

neN*

On pose

qui est le support de I. Si les I,, sont tous dénombrables, alors S sera une
union dénombrable d’ensembles dénombrables et restera dénombrable.

On va montrer que si la famille est sommable, alors les ensembles I,, sont
finis (et donc dénombrables).

Supposons la famille sommable, M € R,VJ fini C I,
ZE:JU S M.
jeJ

En particulier, Vn € N*,VJ fini C [,,

card(J)
n S;jz:ltjfg M
jed



Supposons par I’absurde que [,, n’est pas fini. On peut alors prendre J fini C
I, tel que card(J) > nM. Dans ce cas,

card(J)
M < < <M
n _jze;x] B

qui améne & une contradiction, I, est fini.

2 Tribus

Exercice 1.9.

i) PX)=1= X € B,

ii) Soit A € B, alors P(A) € {0,1} et P(A°) =1—-P(A) € {0,1} = A° € B,
iii) Soit (A,) une suite d’élément de B. Si Vn € N,P(A,) = 0 alors

P (U An> <> P(A,) =0

neN neN

D’ou la probabilité de I'union est nulle et celle-ci est dans B. Si il existe
k € N tel que P(A;) = 1, alors

P (U An> > P(A,) =1

neN

D’ou la probabilité de 'union est égale a 1 et celle-ci est dans B.

Exercice 1.10.

(1) On peut écrire A = {0, A, A°, X} ou A = (P, P, P). C’est donc une tribu.
C’est la plus petite tribu contenant A.

(2) Nous avons {Il y a au moins un pile} = (F, F, F)°. La tribu engendrée qui
correspond est M = {0, (F, F,F)¢, (F,F,F), X}.

(3) Le premier événenement correspond a (F, P, e) et le deuxiéme a (F, Fe).
{Le premier lancer est pile} correspond a (P, e,e). De plus,

(P7.’.) = (F7.a.)c = <<F>P7.)U (FaF’.))

d’ott (P,e,8) € 0(M) et donc o((P,e,e)) C o(M) car c’est la plus petite
tribu contenant (P, e, e).

Exercice 1.12. On note oy la premiére tribu et o, la deuxiéme. On va montrer
la double inclusion. A est une tribu donc ) € A puis A(= AUD) € o). De
méme, B € ob. D'oul A, B¢ € 0y et donc AN B € o,. Comme 05 est la plus
petite tribu contenant A N B, 0o C o;. En utilisant ) au lieu de I’ensemble
vide, de la méme maniére, on montre l'inclusion réciproque.

8



Exercice 1.13.

(1) Soit A un ouvert de |0, 1[. Alors il est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts de ]0, 1] que I'on note A, i.e. A =],y Les A, sont de la forme
A, =|ay, b,[. 11 suffit de montrer le résultat pour les A,. On sait que tout
réel peut s’écrire comme limite croissante ou décroissante de rationnels.
Prenons (a?)); une suite décroissante de rationnels de limite a,, et (b/); une
suite croissante de rationnels de limite b,,. Alors

]am bn[: U]GZL’ bZL[

bl —al

) . Y ,
Le résultat s’en déduit en posant ) = @ et 0 = 75

(2) Latribu B(]0, 1]) est engendrée par les ouverts de ]0, 1[. Nous allons montrer
les doubles inclusions.

(a) Soient a,b €]0,1],

0.t = }a—%,b—i—%{

neN*

d’ou [a,b] € B(]0,1]) et C; C B(]0, 1[). L’inclusion réciproque se montre
de la méme manieére en utilisant

Ja, b= [a+%,b—ﬂ.

neN*

(b) On a0,al® =|a, 1] et |a, b[=]0, b]N]a, 1] d’ot B(]0, 1[) C Cy. Pour Iautre

sens, on remarque que

0.4 = {—%,t} .

neN*

(c) Clairement, C3 C C;. La réciproque se montre en utilisant le fait que
pour tout réel, il existe une suite de rationnel croissante ou décroissante
qui converge vers lui.

Exercice 1.14.

(1) Nous avons les définitions

O'(Ml XMQ) :O'(AX B,AGMl,B GMQ)
o(My)®@a(Msy)=0(Ax B,A€a(M),Bedr(My))

d’on O'(M1 X MQ) C O'(M1> 0% O'(Mg).



My ={A1}  o(My) = {0, Ay, AT, }

My ={As}  a(My) = {0, Ag, A5, Qa}
On en déduit que O'(Ml X M2> = {@,Al X AQ, (Al X Ag)c,Ql X Qg}
Mais A; X A; € O'(./\/ll) X O'(MQ) et Ay % A% Q/ O'(Ml X MQ)

3 Mesures et mesures de probabilité

Exercice 1.16.

(1) Une mesure de probabilité est uniforme sur N si Vn € N,P({n}) =c¢ > 0.
Supposons qu’un tel ¢ existe, alors

P(N) =P (U{n}) => P({n})=> c €{0,+o0}

neN neN neN

Or, nous devons avoir P (N) = 1. Aucun ¢ > 0 ne convient, il n’existe pas
de probabilité uniforme sur N.

(2) Nlous avons P (A) = Py ({a}) + P1({c}) = 1/2. De méme, P(B) = 1/2. De
plus,

P, (AN B) =P,({c}) = i =3 x5 =Pi(A)P(B)

Ce qui montre I'indépendance de A et B pour P;.
Pour Py, de méme, nous avons Py(A) = Py(B) = 3/4 et

Py(AN B) = Py({c}) = % < %

(3) A et B sont montrés, nous montrons de méme pour D et B. Mais P;(AN

D)=1/4et P,((AND)NB) = 1/4 # P,(AN D)P,(B)

Exercice 1.17.

(1) C’est la plus petite tribu contenant A, c’est a dire

o ({A}) ={0, A, A°,Q}

(2) Tout événement est indépendant d’un événement de probabilité 0 ou 1, i.e.
ici de @) et de Q. Nous allons commencer par démontrer que A Il B = A L
1 B¢. Supposons A et B indépendants. Nous avons

P(A) =P(ANB)+P(AN B)
eP(ANB°) =P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A) (1 — P(B))

10



Puisque A 1l B < B 1L A, on en déduit A Il B. Et en réappliquant le
procéder, on en déduit également que A° 1L B°.

Exercice 1.18.

(1) Soient u,v € A et (A,) une suite d’élément de A, alors

(n+v) (U An> = 4 (U An> +v (U An> = (A + > v(Ay)

neN neN neN neN neN

femes>0) = 3 (u(An) + 1(An) = 3 (4 v) (4,)

neN neN

Dou p,v e A= pu+veA.

(2) Si p, v € Agnies, nous avons de plus
(p+2v) () =pnQ)+v(Q) < +oo.

Dou p,v e A= pu+veA.

(3) Si pu,v € Ap, cette fois-ci (u+v)(2) = 2 et n’est pas une mesure de
probabilité.

(4) Sip, v € Ay_finies, il existe un recouvrement dénombrable de X dont chaque
élément est de mesure finie, i.e,

I(An) : X = J Ay o,V € N, u(A,) < +oo,

neN

J(A): X = U Al on,Vn € N,v(A]) < 4o0.

neN

La famille (A; N A%) jjenz est un recouvrement de X :

UJ4ana,=]Jan (UA;.) = JAnXx=Xn (UAZ) = X.

€N jeN €N JeN €N €N

De plus, V(i,7) € N?,

(n+v) (AN A)) = p(Ai N A)) + v(4 N AY) < p(A;) + v(A) < +oo.

Dot (1 + V) € Ay_finies-

11



Exercice 1.19.
(1) Pour l'inégalité : soient A C B, nous avons AU A\B = AU (BN A°) =

(AUB)N(AUA®) = AUB = B, et A et BN A° sont disjoints, d’ou
p(B) = p(AU(BNAY)) = p(A) + p(BNAY) > p(A)
Pour ’égalité, nous avons AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B). En effet,

(A\B)U(B\A)U(ANB) = (ANB)U(ANB*)U(BNA°)U(ANB) = AUB

C’est une réunion disjointe, d’ou

w(AUB)=pu((ANBYU(BNA)YU(ANB)) =pu(ANB®) + u(BNA) 4+ u(AN B)
=u(ANB)+ u(ANB)+u(BNA)+u(BNA) — u(AnN B)
= pu(A) +pu(B) — (AN B)

Nous avons bien p(AU B) 4+ (AN B) = u(A) + p(B).
Enfin, en prenant les hypothéses de ’énoncé sur A, B et P, nous avons

3 3 1

P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AUB) >P(A)+P(B)—1> Z+Z_ 1= 5

(2) Montrons que si u vérifie i) et i) alors p est une mesure. Pour cela, elle
doit étre o—additive. Soit (A,,) une suite disjointe de .A. On pose

Ainsi la suite (By) est croissante, et la réunion des (By) est égale a celle
des A,. D’ou, par i) et i),

M(U An> =M<UB/<:) = Jim_p(By) —kgrfooZu => A

neN keN neN

Réciproquement, supposons que g est une mesure. Soient (Ag)i<p<n des
éléements de A. On pose A,,; = () pour 7 > 1. La o—additivité de p permet
de démontrer 7).

Pour i), soit (A,) une suite croissante. On pose B,, = A,\A4,,_1. La réunion
de (A4,) et égale a celle de (B,,) mais cette derniére est disjointe. Nous avons

12



i <U An) = (U Bn) = n(Ba)= lim » u(By)

neN neN neN

= (U Bk) = (A

k=1

De plus, puisque (1(A,,)) est une suite croissante, lim,,_, o 1t (An) = sup,,ey it (An)-

Ci-apres les complémentaires seront pris dans A,,, et n sera toujours supé-
rieur ou égale a ny. Nous avons, puisque la mesure de 4,,, est finie,

i (U AZ) = 1(Any) — (ﬂ An>

neN neN

On remarque que, puisque (A,,) est décroissante, (AS) est croissante. On
peut utiliser 77) de la question précédente et

Jim p(AL) = p(An) — p (ﬂ An)

De phlS, [L(Afl) = M(Ano) - M(An)v d’ou

((An,) — lim pu(An) = p(4y,,) — p (ﬂ An)

n—-4o0o
neN

Puis, en utilisant une nouvelle fois le fait que p(A,,) est finie,

" (ﬂ An> = lim p(A,)
neN

De plus, puisque (u(A,)) est une suite décroissante, lim,, , o p(A,) =
inanN H (An)

Vn € N,dng:=n+1,n ¢ A,,. Alors il n’appartient pas a 'intersection de
(Ay), celle-ci est le vide. De plus, la suite (A,,) est clairement décroissante.
Puisque p est la mesure de comptage et que Vn € N, le cardinal de A,, est
infini, p(A,) = +o0. On remarque que

0:u<m An> # lim u(A,) = +oo

n—-+0o0o
neN

Dans la question précédente, I’hypothése de l'existence d’un ng tel que
p(A,,) < +oo n’était pas superflue.

13



Exercice 1.25.
(1) Soit (A,) une suite disjointe d’éléments de A. Alors

_ K (Unen An) NA1) 0 (Upen 4n) N A2)
’ (U An) - 2p1(Ay) " 211(As)
_ A Unen (An 0 A) 4 (Unes (An 11 42))
2u(As) 21(As)
_ ZnEN p(An N Ap) n ZneN w(A, NAy)
2u(Ay) 2u(As2)
_ p(A, NAD | p(AnN A
_é%(2MA) T oAy )

= ZV(AH)

neN

neN

(2) Il reste a voir si la masse totale est 1.

Jx) < M0 AY  p(X0d)  plA) | p(4e)
2p1(Ar) 2/1(As) 2u(Ay)  2u(Ay)

C’est bien une mesure de probabilité.

=1

Exercice 1.26.
(1) Soit E € A, alors en posant A := FE, B := F nous avons A C E C B et
pu(B\A) = u(0) = 0, ainsi, A C A*. Montrons que A* est une tribu.
i) Qe A* car Q € A.

ii) Soit £ € A" alors 3A,B € A tels que A C E C B et u(B\A) = 0.
Alors A€, B¢ € A car ce dernier ensemble est une tribu. De plus B¢ C
E C A% et u(A\B¢) = p(A°N B) = u(B\A) = 0. Ainsi, E€ € A",

iii) Soit (£,) une suite d’éléments de A*. Alors, Vn,3A,, B, € A tel que
A, C E, C B, et u(B,\A,) = 0. Puisque A est une tribu, la réunion
de (A,) et de (B,,) est dans A. De plus

Ua.cJE.c B

neN neN neN

De plus
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Enfin, montrons 1’équivalence suivante

FecA* < 3JAc ANeN,E=AUN

Commencons par <. Soit £ C  tel qu'il existe A € A, N € N tels que
E = AUN. Puisque N est négligeable, 3C € A, N C C et u(C)=0.0On a

ACECAUC

De plus u((AUC)\A) = pu(C) = 0. On en déduit que E € A*.
Réciproquement, soit £ € A. Alors A, B € A,A C E C B tels que
u(B\A) = 0.
Comme A C E, il existe N := E\ A disjoint de A tel que E = AU N. De
plus B = AU (B\A). Puisque E C B, on en déduit N C B\A. Enfin, par
hypothése, u(B\A) = 0, N est négligeable.

(2) Vérifions qu'il n’y a pas d’ambiguité dans la définition, i.e. que si E s’écrit
sous les deux formes £ = AUN = A" U N’ alors u(A) = u(A’). Puisque
E = AUN, alors A C E. De plus 3C" € A de mesure nulle tel que
E=AUN c AUC’ Onen déduit A C A" UC’, puis

u(A) < p(A'UC) < p(A) +u(C) = p(A')

L’inégalité réciproque se montre de la méme manieére.

Montrons maintenant que [ est une mesure.

Soit (E,,) une suite d’éléments de A*. Alors Vn,3A, € AN, € N, E, =
A, UN,. Alors

UE. = @A uN,) = (UAn> U (U Nn>

neN neN neN neN
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Puisque A est une tribu, (UneN An) € A. De plus, Vn,3C,, € A tel que
N, C C, et u(C,) =0. On pose C =, .y Cr. Alors

neN

)<Y Cu=0

neN
De plus, | J,,ey Nn C C, c’est donc un élément négligeable. Enfin,
neN neN neN neN

C’est donc bien une mesure sur (2, A*) qui prolonge .

(3) Soit fr une mesure sur (€2, .A*) qui prolonge i et montrons que i = fi. Soit
Ee A" 3A, B € Atels que AC E C B et u(B\A) = 0. Par croissance,

fi(A) < p(E) < i(B)
De plus, i prolonge p, i.e. i(A) = p(A) et @(B) = pu(B). De plus, B = AU
(B\A) réunion disjointe, d’ou u(B ) = u(A)+p(B\A) = p(A). Finalement,

pA) < p(E) < p(A)

Ainsi, fi(E) = u(A) ce qui est la définition de fi. Cette derniére est la seule
mesure qui prolonge u de (€2, A) sur (€, A").

L’espace est bien complet, car A* sont les ensembles de la forme AU N. Il
suffit de prendre le cas o A = () qui permet de conclure que N' C A*.

4 Fonctions mesurables

Exercice 1.27.

(1) Soit (A;) une partition de [0, 1] formés d’intervalles non réduits & un point.
Soit

(= i CKZ‘]IAZ.
i=1

Vi, A; contient au moins un irrationnel r;. On a ¢(r;) = «; et f(r;) = 0.
(< f=a <0.Doul<0.Deplus, 0 < f dou £ =0 convient et est la
borne supérieure. Finalement,

1
sup / l(x)dz =0

LeEl<fJo

En remarquant que tout intervalle non réduit a un singleton contient au
moins un rationnel, on montre de la méme maniere que
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1
inf / u(x)de =1
uel, f<u 0

f n’est donc pas Riemann intégrable sur l'intervalle [0,1].
(2) Puisque 0 < f,, < f,on a

1
sup /€ )dx sup /f(sc)d:c:
éese<fn LegL<fJo

d’on

sup / Uz
(EE U<

(3) (1) On pose A7 = [k/m, (k4 1)/m[ qu’on fermera pour k£ = m. On a

m—1
1= J 4p.
k=0
On pose
m—1
m,n
(7% ]IAZL
k=0
ot a" =1si{ry,...,r,} NAP # 0, 1 sinon.

On a bien u,, < f,. De plus,

1 1
0< inf / u(z)dr < / uy, (7)dr < -
uel, fn<u 0 0 m

On conclut en faisant tendre m vers l'infini. Remarque : la derniére
inégalité devient une égalité quand m est grand car dans ce cas, chaque
A" contient au maximum un rationnel.
(4) Soit z € [0,1]. Si z € Q alors Ing € N* : r,y = x et Vn > nyg, fu(z) =1
d’ou

falz) — 0=Tgnpy(®)

n—-+o0o

Siz € Q,Yn e N* f,(z) =0, dou

falz) — 1=Tgnpy(®)

n—-+0o0o

On a bien f, — f.

On remarque qu’'une limite simple de fonctions intégrables, qui est méme
croissante et majorée par une fonction intégrable, n’est pas forcément in-
tégrable (au sens de Riemann).
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Exercice 1.28.

(1)

Soit f: (2, P(Q)) = (R, B(R)). Soit A € B(R), f~'(A) C Qdonc f7'(A) €
P(£2). Ainsi, f est mesurable et toutes les fonctions conviennent.

Soit f : (Q,{0,Q}) — (R,B(R)). Soit f constante, i.e. f = ¢ € R. Soit
A€ B(R). Sice A, alors f71(A) = Q. Sicd A, alors f71(A) = 0. f est
donc mesurable. Par contre, si f n’est pas constante, alors 3z, x5 € R tels

que f(z1) # f(z2). On a alors {f(z1)} € B(R) et f~1({f(z1)}) # Q car
zy & Q. De plus, [~ {f(z1)}) # 0 car z; € f~({f(x1)}). f n’est donc pas

mesurable.

La famille (A, ),e; forme une partition de Q. Ainsi, si I = 0, Ag = 2. Nous
avons

o({Ao}) = {0, 2}
Si I ={0,1}, alors A; = A§ car la famille forme une partition de Q2. On en
déduit
U({A07 Al}) - {@v AO? AS, Q}
Si I = {0,1,2}, on remarque que A§ = A; U Ay, A] = Ag U A et A =
A(] U Al. On en déduit
o({Ao, A1, Ag}) = {0, Ao, Ay, A, Ag U Ay, Ag U Ag, A U Ap, Q).

Pour le dernier cas, par la propriété de partition de la famille, on remarque
que pour J C I,

(U Ai)c = A

1eJ ieJe

Ainsi, pour étre une tribu, la famille doit juste contenir toutes les formes
d’union.

o(Ap,nel)= {UAZ-,J c 73(1)}

icJ

Soit

f = Z ai]lAi
k=1

Soit B € B(R). Alors f~!(B) = {union des A; correspondant aux o; €
B} € 0(A,,n € I). Une telle fonction f est mesurable. Supposons f non
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constante sur tous les A;. 3x1, 10 € A;, f(x1) # f(x2). Supposons par I’ab-

surde que f est mesurable. On a 1 € f~1({f(x1)}) et xa & fTH({f(x1)}).
Or si f est mesurable, f~'({f(21)}) = U, Ai pour un certain /. Comme

v1 € [T{f(x)}), A C fTH({f(21)}) et done @z € fTH{f(z1)}) car

Ty € A;, ce qui est absurde.

Exercice 1.29. P(|f| > k) =1-P(|f| < k) =1-P(f [~k k]) =1 -
P(A,).

(A,,) est une suite croissante, en utilisant la stabilité de I'image réciproque
par I'union dénombrable et la continuité de la mesure de probabilité par union
croissante, nous avons

lim P(f| > k) =1—PF (/" (R) =0

k——+o0

Ce qui prouve le résultat.

Exercice 1.33.
(1) i) Xedet XNY=Y=YeB
ii) Soit (B,,) une suite de B, alors 3(4,) € A:Vn,B, =Y N A, et

UB.=J¥n4)=vn (UAn>

neN neN neN

Or (U,en 4n) € A donc

UBneB

iii) Soit B € B,3A € A: B= ANY. Le complémentaire de B dans Y est

Cy B = Cy (ANY) = (ANY)NY = (AUY)NY = (ANY)U(YNY) = ANY

Or A° € A, on adonc by B € B

(2) Nous avons

f:(X,A) — (ZC)

g:(Y,B)— (Z,C)
y fy)

Soit C' € C, puisque g est la restriction de f a Y, nous avons ¢g~'(C) =
FHC)NY. En effet, si z € ¢g7!(C) alors x € Y et g(z) = f(z) € C
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donc z € f71(C)NY et donc g~ }(C) C f~1(C)NY. Réciproquement, si
re fFHC)NY alors z €Y et f(z) = g(x) €C.

De plus, f est (A, C)-mesurable, i.e. f~1(C) € A. Finalement, ¢g='(C) € B
et g est (B,C)-mesurable.

(3) 11 faut et il suffit que Y soit A-mesurable. S’il I'est, alors B est une sous-
tribu de A, clair par la définition de B en utilisant la stabilité de la tribu
par intersection. Si Y n’est pas A-mesurable, on a Y € B mais Y ¢ A.

Exercice 1.34. Clairement, sin ¢ N, P(X +Y =n) =0. Soit n € N,

P(X+Y:n):P({X+Y:n}m{XeN}):P({X+Y=n}mU{X=k:}>

keN

:]P><U{X:kﬂX+Y:n}) :ZIP’(X:kﬂX+Y:n)

keN keN

e“,u
_ZOIP —kNX4+Y =n)= Z AR s

. k. n—k __
B n! Z (n))\ = n!

k=0

Exercice 1.37.

(1) 75 est une fonction a valeurs dans N. Il suffit de vérifier la mesurabilité d'une
famille engendrant la tribu associée, ici P(N). Soit n € N. On remarque
que

{rs = n} = (h{xk éZB}) N {X, € B)

k=1

Les X,, sont des variables aléatoires, chaque élément est donc mesurable. Et
la famille ({n}),en engendre P(N). Mais on peut aussi prendre la famille

({0,...,n})nen et

n

{rs <n}=|J{Xs € B}

k=1

(2) Comme les X}, sont des variables aléatoires, pour k < n, {Xy, € B} et
{X\ & B} sont dans F,. Compte tenu des écritures de {rp = n} et de
{TB < n} et des propriétés des tribus, nous en déduisons que {7 = n} € F,
et {7p < n} e F,.

(3) On a
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k=1

= P({X, € B}) f[P({Xk ¢ B})

=P({X, e BH(1-P({X; e B}))""

On reconnait une loi géométrique dans N* de paramétre P ({X; € B}).

Exercice 1.42. (non corrigifj en TD)

(1) L’intersection quelconque de tribus est une tribu.
(2) Vp <mn,ona

B, = UAk GU({BmamZn}) CO’({Bm,WLZP})

k>n

Comme la suite (B,,) est décroissante, on en déduit que, Vp € N,

ﬂBn: ﬂBnGU({Bm,mZp})

neN nzp
Et limsup A,, € Bs. On montre de méme que liminf A,, € B..

(3) Soit B, = [x, +-00] famille génératrice des boréliens de R. Dire que lim sup X, €
B, c’est dire dng € N, Vn > ng,sup;>,, Xx > . On a alors

limsup X,, € B, <~ ﬂ U X, [z, 4]}

n>ng k>n
De plus, Vp > ngy, comme la suite qu’on intersecte est décroissante,
() U X e +oel} = () U X3! (e, +o0]}
n>ng k>n n>p k>n

La variable aléatoire est B..-mesurable. On remarque que liminf X, =
— limsup — X, et liminf X, est B,-mesurable.

(4) Soit w € Q. (X,,(w)) converge est équivalent a ce que (X,,(w)) soit une suite
de Cauchy, i.e.

Ve >0,3n € N,Vp,q > n,|X,(w) — X, (w)| <€

C se réécrit :

C = {w c: (U N {Xw) - X,w)| < e}}

e>0n>0p,qg>n
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On ne peut pas conclure car nous avons une intersection indénombrable. On
utilise une technique classique : passer a e rationnel quand c’est équivalent,
c’est le cas ici. Ensuite, comme 'union est croissante, on peut la prendre
pour n > k pour k quelconque. Il vient, Vk € N,

C={weN: ﬂ U ﬂ {|X,(w) — X, (w)] < €}

€€Q} n>kp,g=n

Cet événement est dans o ({B,,, m > k}). On conclut que C' € B..

Exercice 1.43. (non corrigi£j en TD)

(1) Nous pouvons supposer que 2 € II;, Q) € II,. En effet, si ce n’est pas le cas,
nous les ajoutons. Par exemple, pour II;, nous ne perdons pas la propriété
de stabilité car, VC; € 111, AN = A € II; et Q) est un événement certain, il
est donc indépendant tous les événements, en particluer, de tout Cy € Il,.

Soit Cy € Iy, nous définissions les mesures

w:o(Ily) —[0,1]
Al — P(OQ N Al)

p o(Ily) — [0,1]
Al — P(OQ)P(Al)

Ces mesures sont égales sur le m-systéme II; qui contient €2. Celles-ci sont
de plus finies, les mesures sont donc égales sur o(I1;) et, pour Cy quelconque
dans IIy, pour tout A; € o(I1;), Ay 1L Cs. Et donc

O'(Hl) A H2
Cette fois, pour tout A; € o(Il;), nous définissions les mesures
i (M) — [0,1]

AQ — ]P(Al N Ag)

p o(Ily) — [0,1]
AQ —> P(Al)]P)(AQ)

De méme, nous concluons que pour A; quelconque dans o(Il;), pour tout
A2 € U(HQ), AQ AL Al- Et donc

U(Hl) J_L 0(1_[2)
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(2) On pose
Up,=0By,...,B,)
et

c=|JU.

n>1

C est un w-systéme. En effet, soit A, B € C, alors dng,ny > 1, A€ U, , B €
Up,. Soit n = max(n,, ny), alors A, B € U, et par stabilité par intersection
des tribus, AN B € U, puis AN B €.

B est indépendant, pour tout n > 1 de U,, elle est donc indépendante de
C. Comme C est un m-systéme, on a donc

B, L o(C)
De plus, pour tout n > 1, B, C C et donc {J,,», B, C C ce qui implique

o <U Bn) co(C)

n>1

Or B, Co (U@l Bn). Nous avons donc
B 1L B,
Soit B € B, il est indépendant de lui méme, on a donc

P(B) =P(BN B) = P(B)*

ce qui permet de conclure.

(3) (a) Soit B,, = ¢(X,,), nous avions montré dans ’exercice précédent que la
limite supérieure et inférieure de (X,,) était dans la tribu asymptotique.

(b) Les tribus B,, sont indépendantes, pour tout borélien B,

P(limsup X,, € B) =0oul

En particulier, Va € R,

P(limsup X,, € [-00,a]) =0 ou 1

Et donc la limite supérieure est constante. De méme pour la limite
inférieure.

23



(c) Pour w € €, si la série converge, la suite des sommes partielles est une
suite de Cauchy, i.e.

p q
Ve > 0,dn € N,Vp,q > n, ZXk(w) — ZXk(w) <e
k=1

k=1

On remarque que par la symétrie de la valeur absolue, on peut se res-
treindre a p > ¢. On utilisant les mémes remarques que dans I'exercice
précédent, pour tout k£ > 1, nous pouvons réécrire C :

C=Rwe: [ J (N {1 Xe1(w) +... X (w)] < e}

€e€Q n>k p>q=n

Ce qui montre que C est dans la tribu asymptotique associée a la suite
de sous-tribus indépendantes B,, = o(X,,). Sa probabilité est donc de
0 ou 1.
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