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Pas de document, pas de calculatrice.

Exercice 1 - Modgles linéaires généralisés (6 pts). Soit (Pg)ger une famille de mesures de probabilité. On
suppose qu’elle appartient a la famille exponentielle.

1. Soit 6 € R, rappelez la densité (par rapport & une mesure dominante) d’une telle loi en introduisant les
fonctions mesurables a, b, ¢ et le parametre de dispersion ¢.

2. Soit Y une variable aléatoire de loi Py. Montrez que la fonction génératrice des moments de Y s’écrit sous la

forme
gy (t) :==E (") = exp <b(9 + tc;((ﬁ;))) - b(‘g)> '

3. Soit (Y;)1<i<n un échantillon i.i.d. de la méme loi que Y. Montrez que

1 n
:ﬁ;Yi

fait parti de la méme famille exponentielle avec un nouveau parametre de dispersion qu’on précisera.

4. Chaque assuré subit les sinistres
S; ::ZY,j 1<i<n,
k=1

ol, pour tout 1 < ¢ < n, il existe §; € R tel que (Yik)kzl i Py, ou les (Py,)1<i<n sont des lois issues du

méme modele exponentiel (seul §; change, a(¢), b et ¢ sont identiques). On se place dans le cadre des modeles
linéaires généralisés, c’est a dire qu’il existe 8 € R? tel que

0, :=xz,8, 1<i<n

ot z; € R? (la constante est ici incluse dans x;). On introduit

= S, 1 &
Z*ﬁi:NiZYkz, 1<i<n
k=1
Montrez que .
argmax (" ((y4)1 S 2, s B) = argmax £ () 1<i<n; B)
BER? BER?

ot les (yi) sont les observations des (V}') avec ¥ la log-vraisemblance correspondante, et les (;) sont les

observations des (Y;) avec £¥ la log-vraisemblance correspondante. Dans les log-vraisemblances, les (Ni)i<i<n
sont fixés et considérés comme des constantes. On admettra la condition de second ordre.

Exercice 2 - Tarification a posteriori (3 pts) Pour un assuré i € {1,...,n}, on introduit N; son nombre de
sinistres. Pour X; une variable aléatoire dans R? et ©; une variable aléatoire dans R, z; € R?, §; € R, on suppose
que
d.
N | {Xs = 2:,0; = 0;} "~ P (A, 04)

oi A :R? x R? — R est une fonction mesurable.

1. Donnez E[N; | X; = z;] en fonction des moments de A\(x;, ©;).

2. Donnez Var [N; | X; = z;] en fonction des moments de A(z;, ©;).

3. Quels sont les estimateurs de E[N; | X; = x;] et Var[N; | X,; = x;] obtenus par le modele linéaire généralisé
dans la famille de loi Poisson avec surdispersion en notant PN la prime pure estimée et ¢> la dispersion estimée ?



Exercice 3 - Provisionnement (7 pts) Soit (C; ;j)1<: j<n les montants cumulés des sinistres survenus en année
i et a 'année de développement j. Soient Fj, :=0(C;; |i+j <k+1)et By :=0(C;; |i+j<n+1,j <k). pour

1<k<n.
1. Rappelez les trois hypotheses H1, H2 et H3 du modele de Chain Ladder - Mack.
2. Donnez f;, I'estimateur de f; pour 1 <j <n—1.
3. On pose 'hypothese :
H2’ Pour1<j<n-—1,ilexiste f; >0 et o; >0 tels que
Cijar | Finjor ~ N (fiCij,05Ci;), 1<i<n
Montrez que H2’ implique H2 et H3. Pour les questions suivantes, on se place sous HI et H2".
4. Pour 1 < j < n — 1, montrez que I'estimateur du maximum de vraisemblance de f;, avec I'observation des
(Cij+1)1<i<n—; conditionnellement & B;, est identique & f;.
5. Pour 1 < 57 < n — 2, montrez que ’estimateur du maximum de vraisemblance de U?, avec 1’observation des
(Cij+1)1<i<n—j; conditionnellement & B;, peut s’écrire :
n— j n— j 2
z J+1 — C ( i,7+1 N
O'- = = )] f])
n- '7 zz:; C iJ =1 ’]
En quoi est-il différent de celui donné pour Mack - Chain Ladder avec les hypotheses H1, H2 et H3 habituelles ?
6. Pour 1 <j <n —1, obtenez la loi de f; conditionnellement a B;.
7. Pour 1 < j < n — 2, montrez que la loi de 3]2- conditionnellement a B;, dans le cas f; connu, est :

oS ~ 0o
J Jn ,7

Exercice 4 - Provisionnement (4 pts) Soient (V; ;)i<i j<n les montants des nouveaux sinistres survenus en
année ¢ et & 'année de développement j et (D; j)1<i j<n 1’évolution entre j — 1 et j des sinistres survenus en année
i et connus & ’année de développement j — 1. Soient Fj, := o(N; ;, D;j | i+j < k+1) et By :=0(N;;,D;; |i+j <
n+1,j <k).pour 1 <k<n.

1.
2.

4.

Rappelez les trois hypotheses H1, H2 et H3 du modele de Schnieper.
On se demande si le modele est invariant par changement de monnaie. Les IV; ; et D;; sont en monnaie
étrangere, et on introduit « le taux de change de la monnaie étrangere vers la monnaie domestique. On
introduit les nouvelles quantitées en monnaie domestique, pour tout 1 <i,57 <n :

o N :=aN,;,

e D, :=aD;;
L’exposition (E;)1<i<n est ici le nombre de contrats de 'année i, elle est donc indépendante de . On note )\]Q‘
et 39‘ les nouveaux estimateurs de A" et 45" avec les observations en monnaie domestique avec les observations
des (Nf‘J, D), et Xj et Sj les estimateurs en monnaie étrangere avec les observations des (N; ;, D; ;). Montrez
que

¢ 00 =0, 1<j<n-1L
Soient 1 <i<netn—i+1<j<n. Onrappelle Iestimateur des C; ; pour la partie inconnue :

i—1 J j—1
Cij = ( H (1- 5k)> Cint1-i + E; Z Ak <H(1 — (55)) ,
k=n+1—1 k=n+2—1 =k

et 6“ est défini de méme mais avec les estimateurs obtenus sur les obervations (N{;, D';). De méme, on
1ntrodu1t les R" et R rebpectlvement les prov1t10n5 de ’année i et les provisions totales obtenues avec les
observations (N7, Df;). Montrez que R* =aR.

Le montant des provisions dépend-il de la monnaie utilisée ?



